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La successione di Fibonacci: un approccio didattico di tipo costruttivo 

Farese M.,  Iacono P., Mercorelli C., Pisano, R., Santomauro P.

Gruppo S.I.C.S.I., I° anno, corso di didattica della matematica, Università degli studi di Napoli “Federico II”

Abstract

  In questo lavoro eseguiamo un’indagine storico-critico-didattico della successione di Fibonacci
. Esso consiste in tre distinte parti: 1) uno studio storico-critico della successione di Fibonacci segnatamente collegato al suo forte aspetto interdisciplinare; 2) uno studio essenzialmente didattico; 3) uno studio che sintetizza la metodologia didattica che abbiamo adottato rispetto a quanto chiesto nel decreto ministeriale.  In particolare, qui affrontiamo solo il primo dei punti di cui sopra. La nostra eterogeneità culturale e la comune esperienza d’insegnante, ci hanno portato alla riflessione sul rapporto didattico tra la matematica ed altri ambiti disciplinari (ad es. Fisica, Economia, Musica, ecc…). 

  L’argomento scelto è, certamente, di carattere eterodosso rispetto alle usuali e specifiche discipline insegnate. Infatti, poiché la matematica insegnata nella suola secondaria è basata, usualmente, sulla (geometria euclidea e sulla) classica analisi infinitesimale, la quale bandisce (quasi) ogni tentativo di poter collegare argomenti matematici con temi di senso (e fenomenologia) comune, la successione di Fibonacci trova difficilmente una propria collocazione disciplinare; al più essa è posta come intervento didattico esclusivamente di carattere storico fine a se stesso. Invece, usando argomenti di matematica costruttiva (ricerca operativa, metodi operativi che conducono, mediante un numero finito di passi, ad un risultato finito) tenteremo di evidenziare, al meglio come, la successione di Fibonacci è ben collegata alle discipline di cui sopra; e senza che per questo uso di una matematica inusuale dobbiamo (temere di) perdere la potenza di calcolo e di contenuti proposti dalla matematica tradizionale. 

  In più, crediamo che la successione di Fibonacci sia uno degli argomenti che meglio permettono di stimolare lo studio e la formazione per una logica associativa-induttiva piuttosto che per una sequenziale-deduttiva; la quale, notoriamente, se (ad es.) associata allo studio dell’analisi infinitesimale, può condurre (ad es.) alle antinomie di Russell (Russell, pp. 353-397; v. anche Dalla Chiara e Toraldo di Francia, pp. 48-61). In più, dato l’indubbio approccio costruttivo (rispetto a quello tradizionale) offerto dalla successione di Fibonacci, riteniamo che l’introduzione ad hoc (in un percorso didattico) di tale succesione, possa suscitare nello studente un forte interesse e una corretta motivazione per lo studio della matematica (in genere). 

  Infine, ci proponiamo di chiudere questo nostro lavoro con i risultati di studi storico-critico di uno di noi (R. P.) sulle problematiche fondazionali delle matematiche; da qui tenteremo di  mostrare (secondo noi) la necessità di apporre nell’insegnamento scolastico della matematica, un cambiamento (non solo metodologico, ma anche parziale) dei contenuti disciplinari usualmente insegnati. 

1. La successione di Fibonacci 

  La successione di Fibonacci (Gìes, pp. 77-85) si compone di una sequenza di numeri nella quale ognuno di essi (a partire dal terzo) è la somma dei due numeri precedenti:

1,1,2,3,5,8,13,21……
La precedente successione numerica può essere generalizzata nel seguente modo: 

                                                               a1, a2 …,an                                                                  (1)

in cui ogni termine,
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n > 2, è la somma dei due termini precedenti; vale a dire:

                                                            an =an-1 + an-2                                                                (2)

Successioni di questo tipo, in cui ogni termine è definito come una certa funzione dei termini precedenti, s’incontrano di frequente in matematica e sono chiamate successioni ricorrenti (Manara, pp. 55-58). In aggiunta alla condizione (2), per determinare i termini di una successione ricorrente è indispensabile conoscerne i primi due; così procedendo è possibile raggiungere e determinare termini di indice arbitrariamente grandi. La sequenza di Fibonacci descritta in precedenza è proprio un esempio di successione ricorrente in cui a1 = a2 = 1 ed i suoi termini, aventi una notevole gamma di proprietà (Appendice; v. anche il nostro studio didattico della successione di Fibonacci) e applicazioni, sono detti numeri di Fibonacci. 

2. La scuola: esempi di interdisciplinareità della successione di Fibonacci nella scuola

I numeri di Fibonacci hanno una vasta gamma di applicazione, oltre che in matematica, anche in altre aree, quali la Fisica, Scienze, Informatica, Architettura, Economia, Musica ecc… Di seguito proponiamo applicazioni ed esempi che crediamo di notevole interesse per le discipline solitamente insegnate nella scuola.

A. Fisica: l’ottica geometrica e le leggi di Keplero 

Nella seconda metà del diciannovesimo secolo, il matematico francese Edouard Lucas (Kline, pp. 205-210) riprese lo studio di tale sequenza prendendo come valori di partenza 2 e 1. Questa versione dei numeri fu conosciuta come la sequenza di Lucas. (Quest’ultimo fu anche colui che rese noto l’invenzione deii numeri di Fibonacci). Mentre fu Johannes Kepler (1571-1630) che poi notò che il rapporto fra due numeri di Fibonacci consecutivi, si avvicinava sempre più a 1,61803, valore noto anche con il nome di rapporto aureo (v. § 2). 
B. Analisi matematica: il triangolo di pascal (binomio di newton)

L’idea è quella di determinare una relazione fra i numeri di Fibonacci ed i cosiddetti coefficienti binomiali. Disponiamo i coefficienti binomiali nel seguente schema triangolare, noto come il triangolo di Pascal:

0
0
1 1
0 1
2 2 2
0 1 2
3 3 3 3
0 1 2 3
cioè

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

 Le linee oblique congiungenti i numeri di questo schema triangolare sono chiamate le diagonali ascendenti del triangolo di Pascal. Esempi di tali diagonali sono proprio le linee passanti per i numeri 1, 4, 3 e 1, 5, 6, 1. Notiamo che la somma dei numeri che si trovano su una data diagonale ascendente è appunto un numero di Fibonacci. Infatti, le prime due diagonali ascendenti del triangolo di Pascal sono formate dal solo numero 1.

C. Aritmetica: somma di numeri di Fibonacci

Consideriamo la successione di Fibonacci A, B, C, D, E, G... Se si sommano due o più numeri consecutivi di tale successione, (a partire da A), e si aggiunge ulteriormente il numero“1” (formula di Cassini) si ottiene sempre un altro numero di Fibonacci, il quale nella sequenza, segue di due posti, l'ultimo termine della somma:

     (A+B+C+1 = E)

Vediamo alcuni esempi numerici. Consideriamo la seguente somma:

1+1+2+3+5+1 = 13

 In questo caso si sono sommati i primi cinque numeri di Fibonacci, si è aggiunto “1” e si è ottenuto il settimo numero della sequenza. Ora sommiamo i primi undici numeri di Fibonacci, aggiungiamo “1” e otteniamo il tredicesimo numero della sequenza: 

1+1+2+3+5+8+13+21+34+55+89+1=233
Inoltre, se si prendono due numeri di Fibonacci consecutivi e se ne fa il quadrato, la somma fra i quadrati è un altro numero di Fibonacci, il quale nella sequenza, occupa il posto risultante dalla somma delle posizioni dei due termini di partenza: 

32+52=34

Nel precedente esempio abbiamo considerato il quarto e il quinto numero della sequenza, se ne è fatto il quadrato e la somma fra i quadrati è risultata essere il nono numero di Fibonacci. Oppure, se usiamo il sesto ed il settimo numero della sequenza, la somma fra i loro quadrati ha dato il tredicesimo numero di Fibonacci:

82+132= 233

D. Algebra: massimo comun divisore 

Facciamo ora alcune semplici considerazioni sulla teoria dei numeri. Mostriamo come si determina il massimo comun divisore di due numeri a e b (teorema di Lucas) appartenenti alla serie di Fibonacci. Dividiamo a per b ottenendo per quoziente q e per resto r, vale a dire:

                                                            a = bq + r         con      0<r<b

Ora, prendiamo, ad es., i seguenti numeri di Fibonacci:

6765 = 610 x 11 + 65

610 = 55 x 11 + 5

55 = 5 x 11

Notiamo, che il 5 è il massimo comun divisore di questi due numeri di Fibonacci.

E. Geometria: il rapporto aureo
 Il rapporto aureo è quel numero N, ottenuto dal rapporto di un numero della successione di Fibonacci ed il suo precedente. Il fatto sorprendente è che ciascun rapporto (definito come prima) della successione tende ad un valore (di processo al) limite pari a 1,618… Se si disegna un rettangolo con i lati che stanno in rapporto aureo fra di loro, lo si può dividere in un quadrato e un altro rettangolo, simile a quello grande nel senso che anche i suoi lati stanno fra loro nel rapporto aureo. A questo punto il rettangolo minore può essere diviso in un quadrato e un rettangolo che ha pure i lati in rapporto aureo, e così via. La curva che passa per vertici consecutivi di questa successione di rettangoli è una spirale che troviamo spesso nelle conchiglie, nella disposizione dei semi del girasole e nelle foglie di un ramo (v. prossimi esempi in scienze):
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Curiosamente, anche la strutturazione a Nautilus della coclea dell'orecchio umano, situata alla fine dell'orecchio interno, segue le leggi della sezione aurea, per cui si può ben dire che: "l'orecchio è stato creato dal suono, come l'occhio dalla luce” (Di Benedetto). La sezione aurea è presente come ideale di bellezza anche nel Partenone di Atene: il rapporto tra larghezza e lunghezza nel Partenone corrisponde proprio alla sezione aurea. Le piramidi sono esempi di grande geometria: nella Grande Piramide di Giza, costruita molti secoli prima del Partenone, il rapporto fra l'altezza di una faccia e metà di un lato della base corrisponde ancora una volta alla sezione aurea. Il papiro egizio Rhynd parla di “proporzione sacra”, e diverse statue antiche, al pari di molti dipinti rinascimentali, presentano proporzioni uguali alla sezione aurea (Gìes, p. 80). Nel 1876, uno psicologo, Fechtner, sottopose ad un gruppo di intervistati, una serie di rettangoli nei quali uno era proporzionato secondo il rapporto aureo. Fecthner concluse che, statisticamente, la gaussiana delle risposte degli intervistati aveva il suo picco proprio nel rettangolo di queste proporzioni. In tabella 1 mostriamo l'evolversi dei rapporti fra numeri di Fibonacci consecutivi:

Tabella 1. Il rapporto aureo dei numeri di Fibonacci

	Rapporto dei numeri di Fibonacci
	Risultato del rapporto aureo (N)

	2/1
	2

	3/2
	1,5

	5/3
	1,66666...

	8/5
	1,6

	13/8
	1,625

	21/13
	1,61538...

	34/21
	1,61905...

	55/34
	1,61765...

	89/55
	1,61818...

	144/89
	1,61798...

	233/144
	1,61806...

	377/233
	1,61803...


 Osservando la precedente tabella, si nota anche che i rapporti fra i numeri consecutivi, sono sempre uno minore e l'altro maggiore del numero aureo. Sono sufficienti anche solo i primi 10 numeri di Fibonacci per avere un rapporto aureo approssimato già a tre cifre decimali. Una caratteristica importante del numero aureo è che esso non è trascendente come invece lo sono (ad es.) il numero pi-greco e il numero di Nepero e. A partire dal numero aureo N, si può definire anche la sezione aurea di un segmento come quella parte media proporzionale tra l'intero segmento e la parte restante. Ad es., se la lunghezza del segmento rimanente è uguale a 1, la proporzione può essere scritta nel seguente modo

 (n+1) : n = n : 1
Da cui per la formula  n2 = (n +1), si ottiene il valore N del coefficiente aureo:
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Tal coefficiente aureo può essere ottenuto anche mediante il calcolo di una frazione di frazioni, avente le seguenti caratteristiche:
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Oppure con una infinite radici di radici, i cui radicandi sono sempre il numero 1:
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  Vediamo, ora un’applicazione della sezione aurea in geometria. Se si misurano le diagonali  del seguente pentagono, si scopre che il rapporto fra una qualsiasi diagonale ed il lato del pentagono è proprio uguale al numero aureo N; così come vale N, anche il rapporto tra le parti in blu e quella in rosso della diagonale. 
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F. Astronomia: il sistema solare  

 La più invitante applicazione delle cifre di Fibonacci è comunque quella relativa al nostro sistema solare. Tutti i pianeti interni distano dal Sole nelle proporzioni della successione di Fibonacci (Sole 1, Mercurio 1, Venere 2, Terra 3, Marte 5); e quelli esterni distano ugualmente da Giove (Giove 1, Saturno 1, Urano 2, Nettuno 3, Plutone 5); mentre la distanza fra Marte e Giove (confini dei due blocchi) è pari ad un decimo di quella fra il Sole e Plutone. Il motivo di queste corrispondenze (che certo non possono esser il frutto di stocastica cosmica!) è, ad oggi, oggetto di studio. 
G. Informatica: i numeri di Fibonacci nel processore Pentium

 I numeri di Fibonacci sono utilizzati anche nel sistema software di molti computer. Recentemente, importanti sviluppi della teoria della programmazione hanno ridestato interesse attorno alla successione di Fibonacci: la classificazione e la la ricerca dei dati in un database e la generazione random degli stessi. In particolare, sussiste un complesso meccanismo basato su tali numeri, detto “Fibonacci heap” che è utilizzato per la risoluzione degli algoritmi nel noto processore Pentium della Intel: dati i due numeri F(0) ed F(1) esso valuta la serie e fornisce l’n-simo numero di Fibonacci richiesto. Di seguito riportiamo un semplice esempio di codice in Fortran 90, che calcola i numeri di Fibonacci:

! --------------------------------------------------
SUBROUTINE scambia(x,y)
! --------------------------------------------------
IMPLICIT NONE
! - - - arg types - - -
INTEGER :: x,y
! - - - local declarations - - -
INTEGER :: z
! - - - begin - - -
z = x
x = y
y = z
RETURN
END SUBROUTINE
! --------------------------------------------------
PROGRAM SCAMBIO
! --------------------------------------------------
IMPLICIT NONE
! - - - local declarations - - -
INTEGER :: a,b
! - - - begin - - -
WRITE (*,901) "Inserisci due numeri interi: "
READ (*,902) a
READ (*,902) b
WRITE (*,903) "Prima dello scambio: a=",a,", b=",b,"."
CALL scambia(a, b)
WRITE (*,903) "Dopo lo scambio: a=",a,", b=",b,"."
STOP 
901 FORMAT (99A)
902 FORMAT (I,A,I)
903 FORMAT (A,I0,A,I0,A)
END PROGRAM
H. Scienze: Il problema dei conigli e dei girasoli 
I conigli di Fibonacci. Supponiamo che una coppia di conigli adulti sia allevata in una conigliera. Ammettiamo che i conigli comincino a prolificare all'età di due mesi, generando una coppia maschio-femmina alla fine di ogni mese. Se nessuno dei conigli muore, quanti conigli si troveranno nella conigliera alla fine di un anno? Di seguito riportiamo il noto grafico dell’albero e le foglioline: 
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 Il numero di coppie all'inizio di ogni mese è successivamente: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...... Ora, ogni numero che compare in questa successione è la somma dei due numeri che lo precedono. Alla fine dei dodici mesi le coppie di conigli saranno 377 (D’Amore, pp. 98-101). 

I girasoli di Fibonacci. Quasi tutti i fiori hanno tre o cinque o otto o tredici o ventuno o trentaquattro o cinquantacinque o ottantanove petali: i gigli ne hanno tre, i ranuncoli cinque, il Delphinium Spessone ha otto, la calendula tredici, l'astro ventuno, e le margherite di solito ne hanno trentaquattro o cinquantacinque o ottantanove. Le piccole infiorescenze al centro di girasole, che poi si trasformano in semi, sono disposte lungo due insiemi di spirali che girano rispettivamente in senso orario e antiorario. Spesso (per i girasoli medi-piccoli) le spirali orientate in senso orario hanno di solito 34 e 55 spirali nei due sensi; mentre certi esemplari giganti giungono ad avere anche 89 e 144, o a 144 e 233 spirali. In ogni caso, si tratta di numeri di Fibonacci consecutivi (il cui rapporto si approssima alla numero aurea). 

I. Economia: Elliot e Gann

Numerosi studi hanno mostrato come la serie di Fibonacci si manifesti anche in ambito finanziario, e particolarmente nell’evoluzione delle variabili finanziarie. Ciò ha indotto molti analisti a realizzare tecniche basate su tale successione, con la finalità di individuare futuri obiettivi di prezzo, ecc.. Di seguito, proponiamo una sintesi di due note teorie (Garbin).

  Ralph Nelson Elliott (1871-1948) elaborò una teoria sul comportamento del mercato, la quale è considerata un complemento indispensabile a quella di Dow. Due anni prima di morire, Elliott diede alle stampe un volume dal titolo intriso di puritana modestia: “Nature's Law: The Secret of the Universe”. Tale titolo derivava dalla convinzione che la sua teoria, applicata al mercato azionario, facesse parte di una ben più vasta legge naturale che governasse tutte le attività umane. Elliott aveva notato che tutti i cicli della natura - maree, corpi celesti, eccetera - avevano la capacità di ripetersi continuamente a causa della concomitante presenza di quelle che egli definiva due forze contrastanti, una costruttiva e una distruttiva. (Analogamente a quanto aveva fatto Dow, che aveva paragonato i trend primario, secondario e minore a maree, onde e frangenti rispettivamente, Elliott si ispirò ai flussi e riflussi del mare). Elliott sostiene che il mercato azionari segue un ritmo ripetitivo di 5 onde al rialzo seguite da 3 onde al ribasso: un completo ciclo d'onda e' quindi composto da 8 onde, delle quali 5 rialziste (la 1, la 3, la 5) e tre ribassiste (la 2 e la 4). Ogni onda si suddivide in onde di grado inferiore: ogni onda rialzista si suddivide in 5, ogni onda ribassista si suddivide in 3 e lo stesso si ripete al secondo ordine; Elliott individua 13 configurazioni grafiche descritte dalle onde principali e di correzione. Un ciclo completo è descritto dai numeri 3,5,8, il che fa presupporre una legge matematica che gia' si sente nell'aria. Il dubbio si dipana quando si scopre quanto segue: l'obiettivo minimo del massimo della terza onda può essere ottenuto moltiplicando la prima onda per 1,618 ed aggiungendo il risultato al minimo della seconda onda; inoltre, i movimenti di correzione ripercorrono il movimento precedente secondo le percentuali di ritracciamento calcolate dalla sequenza di Fibonacci (soprattutto il 50% ottenuto da 1/2, ma frequentemente anche 38,2% e 61,8%); e se il rapporto tra due onde è 1,618, allora aumenta la probabilità che il rapporto tra le due successive sia 0,618 e viceversa. Vale a dire proprio i numeri di Fibonacci.

William D. Gann (1878-1955), celebre trader americano, ha fatto la propria fortuna sul mercato a termine delle materie prime sviluppando ed applicando una serie di regole matematiche e di forme geometriche su grafico, basate non solo sul movimento dei prezzi ma anche e soprattutto sulla durata degli stessi. La teoria di Gann adotta una tecnica che si basa sulla moltiplicazione o suddivisione dei 360 gradi di un cerchio. La metodologia attraverso la quale sono individuati particolari i cosiddetti livelli di prezzo, detti naturali, si basa su due tipi di calcoli differenti, ma con il presupposto comune che maggiore è la divisione (tra essi) e minore è l'importanza da attribuire al valore stesso: se si considerano il valore 360 e i suoi multipli, come possibili livelli significativi di prezzo, si ha: 360°, 720°, 1080°: si determinano i livelli significativi delle quotazioni, dividendo i 360° di un cerchio per 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ecc.., e addizionando i valori calcolati ai 360° stessi o ai suoi multipli. Un altro livello naturale di grande importanza nella teoria di Gann è il numero 144 (che è un numero di Fibonacci) e dai suoi multipli. In effetti, l’obiettivo di Gann è la determinazione dei futuri livelli di resistenza e di supporto in finanza;  tentò costantemente di vendere nel momento di massimo bisogno e comprare nel momento di massima saturazione del mercato. In pratica i livelli di Gann sono calcolati dividendo il movimento dei prezzi in ottavi (1/8, 2/8, 3/8, 4/8, 5/8, 6/8, 7/8, 8/8) ed in terzi (1/3, 2/3), ottenendo così una serie di percentuali che costituiscono i più frequenti livelli detti di ritracciamento. Incredibilmente le più indovinate di queste divisioni sono 4/8 (50%), seguita da 3/8 (37,5%) e da 5/8 (62,5%), che equivalgono ai cosiddetti ritracciamenti di Fibonacci relativi ai valori del 38,2% e 61,8%. Un secondo metodo usato da Gann consiste nel prendere sul grafico un punto di minimo o di massimo significativo e tracciare delle “linee di tendenza” secondo angoli preferenziali ottenuti combinando fra loro prezzo e tempo (coefficiente angolare y/x). In analisi tecnica i ritracciamenti di Fibonacci sono dati dei seguenti valori: 

· 1° è ritracciato il 23.6% del precedente Rialzo/Ribasso
· 2° è ritracciato il 38.2% del precedente Rialzo/Ribasso

· 3° è ritracciato il 50% del precedente Rialzo/Ribasso

· 4° è ritracciato il 78.6% del precedente Rialzo/Ribasso

· 5° è ritracciato il 100% del precedente Rialzo/Ribasso

Il seguente grafico individua i possibili ritracciamenti della discesa 51171/35697: qui il ritracciamento è al rialzo, cioè i livelli di Fibonacci sono da considerarsi resistenze (Villa).

[image: image76.wmf]0

¹

[image: image77.png]Massimo a 51.171_Fibonacci Retracement

38.2% - 41607

T236%- 30347

50000

- 45000

40000

irima & 35,697

35000

0 2000

MAamb U alsoNn D

Tz2001

™A M






 

Infine, vogliamo ricordare anche Migliorino (Migliorino) che, in recenti studi, usando le onde di Elliot ed i numeri di Fibonacci, ha previsto, con una certa precisione, il punto minimo del drammatico ribasso (estate 1998) della borsa di Milano. 

L. Musica:  i numeri di Fibonacci e le variazioni del Diabelli di Beethoven 

Nelle 33 variazioni di un valzer di Diabelli, Beethoven suddivide la sua composizione in parti corrispondenti ai numeri di Fibonacci. Dai primi rapporti della serie di Fibonacci possiamo scoprire interessanti relazioni tra la sezione aurea e l'armonia in musica: 

· Il rapporto tra 1/1 dà la corda intera, l'unisono, (ad es. Do1)

· Il rapporto tra 2/1 dà la sua ottava, (Do2 un ottava superiore) 

· Il rapporto tra 3/2 dà la quinta giusta, (nella musica greca la diapente) (Do, sol) 

· Il rapporto tra 5/3 è il valore della sesta maggiore (Do La) 

  L’intervallo di Si sesta minore (tra Mi e Do2), complementare all'intervallo di terza maggiore (tra Do1 e Mi), ha per misura 5/8, il termine successivo alla serie di Fibonacci. Ma oltre all'armonia, il rapporto aureo è stato trovato anche nella struttura intima della stessa musica. Studi approfonditi su brani di Bela Bartok (Di Benedetto), hanno mostrato che i cambi maggiore-minore, crescendi-diminuendi si susseguono con un valore pari al rapporto aureo. Altri studi effettuati su canti gregoriani e sui ritmi, mostrano che nel 70% dei casi, occorrono rapporti aueri. 

M. Arte e Architettura

Arte. Nell'arte figurativa e nell'architettura. il concetto di armonia e delle sue leggi numeriche hanno sempre governato la sezione aurea, sia attraverso i processi della successione di Fibonacci (in questa disciplina nota anche come con-crescimento di tipo spiralico). Da alcuni studi, risulta che forse furono i greci, i primi utilizzatori del rapporto aureo: 

· In un’anfora greca (IV-III secolo a.C.) il suo diametro maggiore è proporzionale al diametro del collo come 1: 0,618 

· Il listello della precedente anfora, all'altezza dei manici, divide l'altezza totale dell’anfora in una proporzione aurea, pari al rapporto tra la fascia decorata a figure e la parte superiore del vaso 

La sezione aurea è stata usata ampiamente anche in pittura, in molti quadri, soprattutto nel Rinascimento. Questa proporzione era usata moltissime volte all'interno della stessa opera: ad esempio, nella rappresentazione di un panorama l'orizzonte deve dividere l'altezza del quadro secondo la sezione aurea per ottenere un risultato più soddisfacente

Architettura. La sezione aurea è stata applicata sin dai tempi più antichi. Il rapporto tra lunghezza e larghezza nei templi greci era di preferenza 1:0,618 e il timpano era costruito come un triangolo isoscele avente un angolo al vertice di 108°. 

3. Quanti tipi di matematiche conosciamo? 

Qui prendiamo in esame la nascita e lo sviluppo del calcolo differenziale. Innanzitutto ricordiamo che, contrariamente a quanto ci si immagina, il calcolo delle differenze finite (il calcolo cioè in cui si passa al limite perché le variazioni sono sempre finite) è nato dopo l’analisi infinitesimale, nel primo 1700; cioè quest’ultima non è nata da un’evoluzione continua dei concetti e delle tecniche matematiche, ma da un salto concettuale. Il calcolo differenziale invece è nato dopo la metà del ‘600 per opera di Newton e di Leibniz. Essi lo fondarono su concetti metafisici (ad es. gli infinitesimi, che sarebbero quantità diverse da zero, ma molto vicine a zero!) e quindi sull’infinito in atto (IA)
; o, anche, su concetti fisici operativi (la flussione di Newton, cioè la velocità di un punto materiale che percorrerebbe la linea rappresentativa della funzione). 

  Poi, all’inizio del 1800 c’erano tre maniere diverse di fondare questo calcolo. C’era la scuola più originaria e metafisica degli infinitesimi basata sull’IA. Essa era criticata fortemente da chi voleva ridurre il calcolo a qualcosa di controllabile e sicuro. 

Questo nuovo atteggiamento di concepire la matematica influì chiaramente anche su illustri scienziati della prestigiosa Scuola Politecnica di Parigi come Lazare Carnot e Lagrange, i quali scrissero critiche analoghe. Lazare Carnot trasferì la critica al metodo; in altre parole egli ragionò nella metamatematica e individuò un metodo operativo che spiegava i fondamenti dell’analisi: il metodo sintetico (Appendice; Drago e Pisano, AIHS; Pisano R. 1998, pp. 204-223). Qui vogliamo ricordare che il libro di Lazare Carnot (Carnot L. 1813) sin dalla prima edizione (1797) fu famoso in tutta Europa, tradotto subito anche in inglese e in italiano (e nel 1822 anche in russo). Ma, passò come un libro che, pur avendo belle idee, aveva ridotto i calcoli a solamente pochi esempi, quasi un libro culturale, da salotto, e non un libro sui fondamenti. Successivamente Lagrange tentò di rifondare tutta l’analisi infinitesimale sul calcolo dell’algebra elementare, più la generalizzazione dello sviluppo del binomio per le funzioni più che polinomiali.

  Seguendo lo sviluppo storico della matematica, Cauchy (1789-1857) sconfisse il programma di rifondazione algebrica di Lagrange e attorno al 1820 iniziò a chiarire la situazione con quella “riforma” (detta “rigorizzazione”), che fu basata sul concetto di limite, ovvero sulla tecnica dell’
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. La teoria del limite, così come oggi la conosciamo, è un’opera di rifondazione che, attraverso i lavori di Weierstrass (1815-1897), si è conclusa con Dedekind (1831-1916) verso il 1870, quando egli finalmente ottenne una teoria rigorosa dei numeri irrazionali e quindi dei reali. Con essa gli infinitesimi vennero banditi dalla matematica rispettabile. Il tradizionale terzo modo di fondare il calcolo differenziale, quello legato alle descrizioni di fenomeni fisici (le flussioni di Newton, il calcolo algebrico di Lagrange e poi il calcolo operativo di Lazare Carnot) sembrava non avere più seguaci; però nella prima decade di questo secolo è sorta una nuova maniera di fondare non solo il calcolo differenziale, ma più in generale tutta la matematica. 

4. La nascita della matematica costruttiva 

 All’inizio del secolo, dopo la crisi delle antinomie, sono sorte delle scuole di matematici intuizionisti, ricorsivisti, ecc…(Dummett; Prawitz) che hanno rifiutato l’uso dell’infinito in atto (ad es. hanno criticato l’assioma di Zermelo (1871-1953). Esse si restringono al solo infinito potenziale. In generale, in queste matematiche di tipo costruttivo, si impone che la esistenza di un oggetto matematico sia equivalente alla sua costruibilità mediante un algoritmo che usa operazioni finite per un numero finito di passi. In altri termini la matematica costruttiva esclude la libertà che si dà la matematica tradizionale, la quale accetta l’esistenza di enti matematici senza assicurarne la costruibilità con un algoritmo. Naturalmente anche il concetto di limite 
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 è diverso. Ora nella sua definizione si richiede che ci sia un algoritmo con cui calcolare effettivamente il 
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 per ogni 
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 assegnato. Inoltre, la definizione costruttiva ci lascia sempre con un intervallo (solo in casi particolari, speciali, con un punto finale). Con ciò il concetto stesso di continuo viene a cambiare.  Nel continuo della matematica classica i singoli punti possono essere selezionati con precisione assoluta, eppure si fondono tra loro, perché ognuno è punto di accumulazione per infinite famiglie di infiniti altri; mentre in matematica costruttiva ogni punto è solo un intervallo, sia pure sempre più riducibile in lunghezza; ma, in generale, non è riducibile ad un solo punto. Quando nacque questa matematica costruttiva, essa apparve troppo ridotta per poter mai ripetere il grande patrimonio di enti e tecniche matematiche che erano state accumulate negli ultimi tre secoli; e che solo la matematica rigorosa sembrava capace di rappresentare. Ma, il quadro tradizionale è stato sconvolto da fatti nuovi recenti. Da una parte, nel 1960 circa, si giunse a dimostrare che se si estende il campo dei reali abbandonando l’assioma di Archimede (287-212 a. C.) - esistenza dei multipli e sottomultipli di una data grandezza - si ottiene il campo degli iperreali (cioè, di fatto, i vecchi infinitesimi); un campo, che all’interno delle teorie matematiche, ha lo stesso diritto di quello dei reali (e che per di più nei secoli è risultato molto più efficiente del primo). Da allora molti hanno tentato di applicare questa matematica detta analisi non-standard, a vari problemi della fisica, ripetendo i risultati dell’analisi classica (Drago).  Nuovi risultati non sono ancora comparsi; ciò si spiega col fatto che in effetti, i fisici del passato avevano formalmente accettato la fondazione dei limiti, ma avevano, sempre mantenuto gli infinitesimi come ultima risorsa (ad es: il calcolo del momento d’inerzia in meccanica razionale, dove si comincia dall’elemento infinitesimale di esso). D’altra parte, nel 1967 Bishop (Bishop)

ha dimostrato che la matematica costruttiva può esprimere quasi tutta la matematica usuale (equazioni differenziali, spazio di Hilbert, gruppi abeliani compatti, ecc…) sia pure con delle limitazioni (problemi di indecidibilità). Perciò, dagli anni ’60 siamo tornati con (almeno) tre fondazioni distinte e incompatibili della matematica e quindi anche dell’analisi. 

  In conclusione, come si vede, in questo breve excursus delle tre fondazioni c’è stato il pregiudizio che la riforma della “rigorizzazione” avesse definitivamente chiuso il problema dei “veri” fondamenti dell’analisi, solo perché questa riforma per un certo tempo fu capace di oscurare ogni altro tipo di fondazione. In realtà i problemi dell’infinitesimo e dell’infinito non erano stati superati, ma occultati, perché nascosti in modo solamente più profondo; tanto è vero che oggi, di nuovo abbiamo tre maniere differenti di fondare il calcolo differenziale. E di queste tre, molto importante per noi è quella che oggi si chiama costruttiva, ma che Lazare Carnot aveva anticipato, riportando li infinitesimi a operare come enti reali. 
 Di seguito proponiamo la tabella 2 (Drago e Pisano, AHES) che riassume le quattro principali fondazioni di teorie scientifiche:

Tabella 2. Le tre principali fondazioni del calcolo differenziale

	Autori e date
	Euclide (300 a.C.)  

Archimede (220 a.C.)

Taylor (1715)

Bishop (1967)
	Leibniz e Newton (1687)

Robinson (1960)
	Cauchy  (1821)

Weierstrass (1870)

	Nome 
	Metodo di esaustione

 // Calcolo numerico
	Metodo degli infinitesimi //

Metodo delle prime ed ultime ragioni
	Matematica 

Rigorosa o ((-()

	Tecniche o concetti base
	Approssimazioni finite 

+ rag. per assurdo //

Approssimazione senza punto limite
	Oltre l'intuizione geometrica:

Infinitesimo =1/( 

//Limite intuitivo di (f/(x
	Tecnica di approssimazione

 ((-(), ma, con salto al singolo punto finale

	Potenza filosofica 
	Infinito solo potenziale  
	Infinito in atto liberamente
	Infinito in atto in alcuni punti chiave

	Nome moderno
	Matematica 

Costruttiva 
	Analisi 

non standard 
	Matematica rigorosa


5.  Si possono insegnare argomenti di matematica costruttiva nella scuola?

 A questo punto, avendo chiaro il quadro che ha fatto da riferimento alla nascita dell’analisi infinitesimale, e, avendo acquisito consapevolezza della concreta pluralità di contenuti che investe la matematica, nel seguito, evidenzieremo quelle che riteniamo siano i principali aspetti della matematica: astrazione, dimostrabilità ed applicazioni. Da qui, mostreremo alcune difficoltà di apprendimento–insegnamento relativamente all’insegnamento delle successioni e dei limiti di successioni; ed infine, tenteremo di motivare la nostra scelta didattica per la successioni di Fibonacci segnatamente alla scelta di un tipo di insegnamento della matematica (nella scuola) più operativo.  

Astrazione. Una delle cause di una certa diffusa avversione alla matematica è forse perché essa appare troppo avulsa dal contesto reale.  Nel paragrafo precedente abbiamo mostrato come l’analisi infinitesimale si sia sviluppata solo regredendo notevolmente nei suoi principali contenuti (ad es. l’abbandono degli infinitesimi). Questo fatto deve indurre ad una importante riflessione: come può la matematica, con tutte le sue astrazioni, trovare applicazioni tanto estese, senza ridursi a mero gioco di fantasia?  

L’astrattezza della matematica già appare nel calcolo elementare. A scuola, ad es. si insegna la tavola pitagorica: cioè si insegna una moltiplicazione astratta tra un numero astratto per un altro, e non un numero di persone per un numero di mele, o un numero di ciliegie per un pezzo di pera.  Analogamente in geometria si pone l’attenzione, per esempio, sulle rette e non su fili tesi: in pratica lo studente, per ottenere l’idea concettuale (che è diversa dal concetto matematico), di una linea geometrica, deve astrarre da tutte le reali proprietà dei fili, tranne quella di estensione in una direzione. Così come, una figura geometrica rappresenta il risultato di un brutale processo di idealizzazione da tutte le proprietà degli oggetti reali (Kolmogorov, pp. 1-6). Queste ed altri tipi di astrazioni, accumulate nel corso dei secoli, hanno raggiunto un livello molto alto di generalizzazione da far perdere al docente ed al discente ogni collegamento con la vita di tutti i giorni; ed, in questo modo si perde anche il collegamento con lo studio degli stessi fenomeni fisici (le tre legge di Newton, le forze impulsive, i fenomeni transienti, l’oscillatore armonico in meccanica classica o quantistica ecc…). Naturalmente, siamo d’accordo che la capacità di astrazione è una prerogativa indispensabile per la crescita culturale dello studente, ma riteniamo che l’insegnate di matematica debba, contemporaneamente ad una didattica di astrazione, indurre lo studente a riflettere che l’astrazione in questione è solo un modo per poter applicare un tipo di matematica, già di per sé, molto astratta (l’analisi infinitesimale); e debba far notare che esistono altre matematiche più operative (ricorsiviste, intuizionistiche, ecc…) che favoriscono un processo di studio meno astratto. Vogliamo sottolineare che un insegnamento più operativo non significa che esso sia denso di esercizi o di misure o che contenga più pratica che teoria. Riteniamo che un insegnamento operativo sia quello che contenga il meno possibile quelle incertezze teoriche (e se non è possibile eliminarle didatticamente, quanto meno farlo notare allo studente) che sono solamente il retaggio di un secolare modo di fare matematica che vide la sua massima autorità con Newton, Laplace, Poisson et al.; e che poi, invece, la crisi dei quanti del ‘900 ed il genio di Einstein ne minarono fortemente i fondamenti. Infine, precisiamo che l’astrattezza non è una proprietà esclusiva della matematica, ma essa è tipica di ogni attività intellettuale in genere.  (In più si noti che le astrazioni nelle matematiche si distinguono per proprietà di relazione, spaziali e per gradi crescenti di astrazione, ma su questi punti non ci soffermeremo; v. Kolmogorov, cap. primo). 

Dimostrabilità. Quindi, tentando di evitare gratuite e confusionarie astrazioni, alla fine l’insegnamento di argomenti matematici (ad es. i teoremi) devono necessariamente passare per le dimostrazioni. Allora, seguendo la nostra idea per un insegnamento più operativo, occorre che il docente elabori modelli matematici ad hoc. Per esempio, potremmo misurare con estrema precisione gli angoli alla base di un migliaio di triangoli isosceli, ma tale procedimento non fornirebbe mai una dimostrazione matematica del fatto che gli angoli alla base di un qualsiasi triangolo isoscele sono uguali. Infatti, i risultati matematici (dell’analisi) si distinguono per un alto grado di rigore secondo una logica deuttiva-sequenziale già ampiamente discussa (Popper, pp. 5-31); da cui ogni ragionamento matematico è sviluppato e condotto con tale scrupolosità che risulta incontestabile e completamente convincente per chiunque sia in grado di capirlo. E queste scrupolosità sono ben radicate già a livello del liceo (ad es. la ambigua dimostrazione del principio dei lavori virtuali (Drago), il contraddittorio risultato divergente di limite di una frazione). Tuttavia il rigore matematico non è assoluto, ma è solo storicamente determinato; e gli sostenitori storici di questi fragili contenuti sono proprio quegli insegnanti (per ignoranza, o per negligenza, o per incompetenza o per incapacità, o per ingenua inconsapevolezza) che obbligano allo studio di noiose dimostrazioni (a volte) insite di quelle pericolose idealizzazioni che invece possono alimentare nello studente la consapevolezza che solo con un lungo e deduttivo procedimento analitico è possibile giungere ad un “vero risultato matematico”; ed il problema s’intensificherà quando, tale consapevolezza si scontrerà, poi, con la consapevolezza che uno studioso come S. Carnot (Pisano R. 1998; Drago e Pisano, AEHS), o come Lobacevskij (Drago e Cicenia) o come Einstein, o come Weyl, privilegiando il ragionamento (secondo una logica induttiva-associativa) e utilizzando la matematica come strumento e non come teoria necessaria a priori, hanno letteralmente sconvolto (i fondamenti de) il paradigma matematico-fisico tipicamente newtoniano-euclideo; paradigma che invece resta, putroppo, molto saldo nell’insegnamento scolastico. Da qui ci chiediamo allora, perché i risultati della matematica appaiono così convincenti, e i concetti primitivi così ovvi?  

Applicazioni. Le applicazioni matematiche sono un altro aspetto saliente delle matematiche. Riteniamo che un uso didattico corretto delle applicazioni matematiche possa suscitare nello studente una adeguata motivazione per lo studio della matematica in genere. Altrettanto importante è il contesto in cui si collocano tali applicazioni. Infatti, occorre invitare lo studente, dopo un opportuno studio di esercizi matematici, a calare le conoscenze tecniche acquisite, nel tentare di risolvere problematiche apparentemente sconnesse con la matematica: ad es. la risoluzione di semplici problemi di edilizia, oppure di economia, di botanica, ecc…In più è utile mostrare allo studente i risultati matematici, particolarmente brillanti, ottenuti nelle scienze esatte e nella tecnica. Qui per brevità, ne ricordiamo solo alcuni. Analizzando certe irregolarità del moto di Urano, gli astronomi inglesi Adams e Leverrier giunsero alla conclusione che tali irregolarità erano provocate dall’attrazione gravitazionale di un altro pianeta. Sulla base di considerazioni solo matematiche, nel 1846, Leverrier calcolò esattamente l’orbita del nuovo pianeta, Nettuno. Il fisico inglese Maxwell, generalizzando i risultati delle leggi dell’elettromagnetismo dedotte sperimentalmente da Farday, Lorentz, et al., con metodi solo matematici ne sintetizzo il contenuto e dedusse matematicamente l’esistenza delle onde lettromagnetiche. I numeri immaginari apparirono per la prima volta in algebra, ma quando all’inizio del XIX sec. ne fu data una interpretazione geometrica essi conquistarono diritto di cittadinanza in matematica e diedero luogo alla nascita delle funzioni complesse a variabili complesse. Da qui, i numeri immaginari furono uno strumento assai pratico per la soluzione di problemi come la determinazione della forza che agisce sulle ali di un aeroplano, o per lo studio dei problemi legati alla viscosità dell’acqua in una diga (costruzioni di centrali idroelettriche ecc..). 

 In definitiva, quindi, un insegnamento operativo della matematica trova diffuse applicazioni didattiche in altre discipline. Riteniamo che, nel piano di sviluppo della ricerca didattica, occorre contestualizzare anche un processo di insegnamento della matematica, i cui contenuti, possono essere diversi da quelli usualmente insegnati. In pratica, crediamo che oltre a perfezionare i metodi di insegnamento della matematica, mostrando (e cercando) di superare le difficoltà di insegnamento-apprendimento degli studenti, forse, occorre tentare di eliminare, a monte, alcune delle (molto radicate) cause di tali difficoltà, proponendo contenuti matematici non usuali; ma non per questo meno efficaci e robusti. Perché allora, non possiamo tentare di insegnare argomenti matematici più operativi (costruttivi) che tengano conto maggiormente della vasta gamma di applicazioni della matematica nelle altre discipline? E Perché non tentare di seguire l’esempio elementare offerto nel Liber Abaci di Leonardo da Pisa?  

6.  Perché insegnare la successione di Fibonacci? 

  Cercare una risposta alle precedenti domande, significa, innanzitutto, prendere coscienza di un problema spesso trascurato o confinato allo studio di pochi intellettuali per una storia interna dei fondamenti della fisica e della matematica; in più, avremmo una visione globale dei metodi, dello sviluppo, dei significati e dei contenuti delle matematiche. Vale adire ne capiremmo la natura intima. Nel seguito sintetizziamo alcuni passi del Liber Abaci (Manara, pp. 57-58) di Fibonacci in cui egli (a proposito della omonima successione) introduce un metodo di calcolo tipicamente costruttivo. 
  Leonardo Pisano incomincia dedicando il libro dell’Abbaco (1202; è preferibile usare la grafia con due “b” per fare distinzione con abaco, che designa la parte superiore del capitello di una colonna) a Michele Scotti, suo maestro, e narrando come gli avvenne di entrare in contatto con le convenzioni di rappresentazioni dei numeri allora usati per primi dagli indiani d’oriente. Interessante seguire il passo del “Prologo” del suo libro, in cui si parla dell’esercizio a cui debbono affidarsi coloro che intendono apprendere l’arte die numeri: 

“[…] pertanto coloro i quali vogliono acquisire bene la pratica di questa scienza debbono continuamente applicarsi all’esercizio con pratica diuturna. Infatti, quando la scienza, con la pratica, è diventata un “habitus”, la memoria e l’intelligenza si accordano in modo tale con le mani  e le cifre, che arrivano al risultato insieme, quasi con un medesimo impulso spontaneo e naturale; e quando lo studioso avrà presa l’abitudine, allora gli sarà facile arrivare gradualmente alla perfezione”. (Manara, p. 57)
  Di seguito riportiamo l’inizio del capitolo primo del Liber Abaci: 

“Le nove cifre  utilizzate dagli indiani sono queste: 9,8,7,6,5,4,3,2,1. Con queste nove cifre e con questo altro segno “0”, che in arabo si chiama “zephyrum” [zero], si scrive qualunque numero, come si mostrerà tra poco. Infatti, il numero è una collezione di unità, che può accrescersi in modo indefinitamente crescente, secondo una gerarchia di gradi. il primo di questi consta di unità, che vanno dall’uno al dieci. Il secondo è costituito dalle decine, che vano dal dieci al cento. Il terzo è costituito dalle centinaia, che vanno dal cento al mille. […]. Dunque,  una cifra che sta nel primo grado rappresenta se stessa; per esempio se nel primo grado c’è la cifra “1”, questa rappresenta il numero uno; […] e così via fino al nove. Invece le nove cifre che vengono messe nel secondo grado rappresentano tante decine quante sarebbero le unità che rappresenterebbero nel primo grado. Così la cifra “1” messa al secondo grado rappresenta il dieci; la cifra “2” rappresenta il venti; la cifra “3” rappresenta il trenta e così via; il “9” rappresenta il novanta”.  (Manara, pp. 57-58)

  Nel Libro dell’Abbaco, Leonardo da Pisa procede costruttivamente presentando le convenzioni di scrittura e poi di lettura dei numeri; infine egli detta delle regole (proprio come si fa nelle matematiche operative) per rappresentare i numeri servendosi delle dita delle mani. Poi presenta le proprietà tra questi numeri: l’addizione e la moltiplicazione. Così dopo aver presentato le somme del 3 con tutti gli altri numeri (minori di dieci) ed aver trovato che si ha 3+5=8, quando presenta la tabella che riguarda il numero 5 non si cura più di dare il risultato della somma del 5 col 3.  Da qui Fibonacci, con formidabile intuito e un deciso procedimento ricorsivo, presenta le regole per le operazioni aritmetiche, dando le prescrizioni per “mettere in colonna”  e per tenere a memoria i riporti che sono analoghe (in gran parte) a quelle che ancora oggi si insegnano nella scuola. (Manara, p. 58). 

 Dunque, riteniamo che l’introduzione didattica ad hoc della successione di Fibonacci, permette al docente di adottare un processo costruttivo di apprendimento robusto; ed essa è  utile anche per superare le importanti difficoltà di apprendimento-insegnamento sulla teoria dei limiti di successioni.    

  Facciamo allora, alcuni elementari esempi per mostrare le difficoltà di apprendimento-insegnamento, che sono il retaggio di un insegnamento troppo astratto della (analisi) matematica. È interessante ricordare il metodo con cui Berkeley (1685-1753) critica il calcolo infinitesimale del suo tempo. In particolare: il lemma di Berkeley (Drago e Pisano, AHES) afferma che nessun ragionamento è valido se il contenuto delle premesse è cambiato durante il corso del ragionamento. Vediamo un esempio del calcolo infinitesimale di Newton: consideriamo la funzione    f(x) = x2;   passiamo al calcolo della sua derivata: l’incremento   della  variabile è  dx (che allora non veniva distinto da 
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x) e quello della funzione  è  df  (o anche 
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f )  che è uguale a:

df = f(x+dx) – f(x) = (x+dx)2 – x2 = x2 + 2xdx + dx2 - x2 =2xdx + dx2 .

 Dopodiché si sopprime l’ultimo termine, perché molto piccolo rispetto agli altri. Dividendo  df  per  dx otteniamo 2x, che è esattamente la funzione derivata della funzione.  Berkeley applica il suo lemma sottolineando che all’inizio del calcolo si è posto dx
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0; ma in seguito il calcolo ha eliminato l’infinitesimo di ordine superiore a  dx, considerandolo pari a zero.  Allora o dx è zero, così come si dice alla fine del ragionamento; ma allora tutto il calcolo è privo di contenuto; o non è zero, come si dice a metà del ragionamento, ma allora si è andati contro il lemma suddetto. Questa critica permette a Berkeley di suggerire una originale interpretazione della efficacia di questo di tipo di calcolo. All’inizio si pone dx
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0; e questo, sostiene Berkeley, è un primo errore, perché il df, come il dx, non rappresenta nessun numero preciso: né zero, né un qualche numero diverso da zero, quindi non ha diritto di cittadinanza nell’unico calcolo che conosciamo bene, l’algebra elementare.  Proseguendo il calcolo, si sopprime l’ultimo termine, che sappiamo non essere proprio zero (altrimenti l’avremmo già eliminato assieme a tutti i dx), e questo è un chiaro errore di algebra. Poiché, il risultato è esatto, allora questo secondo errore compensa esattamente il primo. Questa interpretazione è nota come quella del doppio errore.

 Vediamo ora il concetto di limite di una successione. Consideriamo, ad es., la successione il cui n-esimo termine è 
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al crescere di n, la successione precedente ha per limite 0:
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Proviamo ad enunciare la scrittura (b): man mano che procediamo nella successione, i suoi termini diventano sempre più piccoli. Per esempio, dopo il 100-esimo tutti i termini sono minori di 1/100, dopo il 1000-esimo, i termini sono tutti minori di 1/1000, e così via. Ma, stranamente, nessun dei n-esimi termini della successione assume effettivamente il valore 0. Usualmente la didattica cerca di spiegare questo fatto nel seguente modo: se si va “abbastanza lontano” nella successione (a), i suoi termini differiranno da 0 “tanto poco quanto si vuole”. È chiaro che una spiegazione di questo tipo risulta confusionaria, soprattutto perché il significato della frase tra virgolette non è chiaro. Quanto lontano è “abbastanza lontano”? e quanto poco è il “tanto poco quanto si vuole”? Ed è ovvio che possiamo dare un significato preciso e corretto matematicamente, soltanto se attribuiamo un preciso significato alle espressioni tra virgolette. Vediamo una interpretazione che possiamo definire geometrica-ricorsiva della successione (a) (Courant); segnatamente collegata anche alla ricorsività della successione omonima, che Fibonacci pone nel libro dell’Abbaco. Proviamo a rappresentare i termini della successione (a) con i punti che a essi corrispondono sulla retta dei reali. Si noterà che questi punti si addensano introno al punto 0 . Ora, scegliamo sull’asse un intervallo 
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 con centro nel punto 0 ed ampiezza 
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, in modo che l’intervallo si estenda di un segmento 
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 a destra e a sinistra del punto 0. Scegliamo, ad es. 
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, allora tutti i termini 
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 della successione si trovano nell’intervallo 
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. A questo punto, ricorsivamente, se scegliamo 
[image: image27.wmf]10

/

1

=

e

, alcuni primi termini della successione si trovano al di fuori dell’intervallo 
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, mentre tutti i termini da 
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sono interni all’intervallo 
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. Anche se scegliamo 
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, soltanto i primi mille termini non sono interni a 
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, mentre, dal termine 
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 in poi, tutti i restanti (innumerevoli) termini 
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. È chiaro che questo ragionamento vale per ogni intero positivo 
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 positivo, non importa quanto piccolo, si può trovare un interno N così grande che 
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da cui, immediatamente, tutti i termini 
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della successione, in cui 
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, e soltanto il numero finito di termini 
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 possono cadere esternamente all’intervallo 
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. A questo punto proviamo a dare la usuale definizione di limite di una successione. Si noti però, che la precedente interpretazione prevede (obbligatoriamente) che dapprima, si scelga 
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 e si assegni a piacere l’ampiezza dell’intervallo 
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; e solo poi si può trovare un intero N conveniente. Tuttavia, una tale definizione risulta essere costruttiva dal punto di vista del metodo adottato, ma di fatto richiede una cospicua dose di astrazione (numeri reali, infinitesimi, ecc…). 

Vediamo ora, un’altra interpretazione (Courant). Il limite di una successione, può suggerire, invece, ad es. l’idea concreta di una gara tra due persone, Raffaele (R) e Mariella (M). R pone la condizione X (quella che nelle matematiche costruttive si chiama la “regola”) secondo cui la quantità fissata 
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 debba essere approssimata ad 
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, con un grado di approssimazione migliore di un margine fissato 
[image: image49.wmf]1

e

e

=

; M, adempie alla condizione X, dimostrando che esiste un certo numero intero 
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 seguenti al termine 
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 la soddisfano. Allora R, può diventare più esigente e porre un nuovo margine minore (del precedente 
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); cioè 
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. M, dal canto suo, soddisfa ancora alla nuova condizione, trovando un numero intero (probabilmente più grande del precedente
[image: image55.wmf]1

N

) cioè 
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. Infine, se M può soddisfare alle condizioni imposte da R, (comunque piccolo R fissi il suo margine) si ha una situazione che è espressa da: 
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. Cioè M troverà un valore grandissimo N tale che 
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 tenderà ad a; ma, siccome, per ovvi motivi, non le è possibile continuare la ricerca perpetuamente, il valore che M troverà non potrà mai essere proprio a, ma un numero molto vicino ad a. Naturalmente, la precedente definizione di limite di una successione s’inquina nel momento in cui si trattano la convergenza o divergenza di una successione. Infatti, quando eseguiamo il limite della (a) commettiamo una sequenza di illeciti che non dichiariamo. Scriviamo:  
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e affermiamo che n può assumere un qualsiasi valore numerico grande a piacere. Ora nella precedente scrittura adoperiamo il simbolo 
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, però quando eseguiamo il limite, di fatto non ne teniamo più conto, e scriviamo che: 
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cioè, con un processo di idealizzazione solo menatale e senza dare spiegazione, assegniamo ad n il valore 
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; ed ecco che magicamente il limite della successione vale esattamente 0. Allora 
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 è un numero? Se lo è, allora quanto vale? In più, se esso è un numero, perché non ha le stesse proprietà dei numeri? Invece, se 
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 non è un numero, perché lo consideriamo tale? 

 Un’altra difficoltà di apprendimento-insegnamento, si colloca quando pensiamo alla classico modo di intendere gli infinitesimi ed i limiti: un processo dinamico, come il risultato di un processo di moto. Ma questo è solo il retaggio del calcolo infinitesimale newtoniano, in cui si pensava che attraverso l’ideale moto di percorrenza di una successione, si potessero nascondere i flebili fondamenti dell’analisi. In più, questa visone produce anche un’altra difficoltà: la ricerca di un processo dinamico, ci spinge a sentire l’approssimazione 
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 come un’osservabile dinamica. Una soluzione potrebbe essere quella di capovolgere l’ordine dell’intero procedimento: invece di considerare prima la variabile indipendente 
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, e poi la variabile dipendente 
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, occorre porre l’attenzione su cosa effettivamente fare per controllare la proposizione 
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. In un tale procedimento, si deve scegliere prima intorno ad a un intervallo arbitrariamente piccolo, e poi occorre determinare se si può soddisfare alla condizione X, prendendo la variabile indipendente n, sufficientemente grande. 
7. Conclusioni 

  In conclusione, affermiamo che noi siamo consapevoli della funzione critica compiuta, e che compiono, lo studio dei Fondamenti della Scienza sulle “generalizzazioni illecite di conoscenze precedenti” (Meschkowski); questa funzione da a, tali generalizzazioni, una forza formativa caratteristica, che è sicuramente il valore aggiunto alle scienze educative. Le varie e molteplici ideologie comuni, sono ben in accordo con la generalizzazione mal posta di verità parziali troppo spesso dense di leggi, ingenuamente, definite universali; e tali ideologie ritengono che una concezione fondamentale derivante da una abitudine di pensiero sia anche una necessità di pensiero per tutti. Coloro che invece, nel lavoro scientifico vivono (mettendosi continuamente in discussione) nella convinzione che non si possono fare generalizzazioni non controllabili, e che formazioni di concetti tropo astratti e generali conducono ad antinomie, avranno raggiunto l’inizio di una lunga e difficile scalata in cui, l’unico strumento utile è quello di assumere la capacità ad avere, sempre, un atteggiamento scettico nei confronti di ogni irrigidimento posto solo come dogmaticamente. 

  Chiudiamo, questo nostro lavoro lasciando in sospeso la seguente questione: sarebbe un vantaggio per l’insegnamento della Matematica e della Fisica, se, nella scuola, fosse dedicato un autorevole spazio allo studio dei problemi dei Fondamenti?   
Appendice 

Proprietà matematiche della successione di Fibonacci  

Vediamo ora alcune interessanti proprietà matematiche dei numeri e della successione di Fibonacci: 

           a) 
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c) il rapporto di un numero per il secondo che lo precede è sempre tendente a 2,618, che   è il quadrato di 1,618 (v. § 2); 

d) se dividiamo qualsiasi numero per il secondo che lo precede nella sequenza, otterremo come risultato sempre 2; e come resto otterremo sempre il numero immediatamente precedente il divisore. Per esempio: 144/55 
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2,62 (e 34  come resto approssimato); 

e) escludendo 1 e 2, ogni numero della successione, moltiplicato per 4, fornisce un risultato, che aggiunto ad un numero di una nuova successione, dà un'altra serie di Fibonacci. Ovvero: 

3x4=12+1=13 5x4=20+1=21 8x4=32+2=34 13x4=52+3=55 e così via…..

Nell'esempio precedente si notano tre serie di Fibonacci, ottenute grazie all'impiego del quattro come fattore. Queste relazioni sono possibili in quanto, il rapporto fra un numero e il terzo precedente, tende al limite a 4,236, dove 0,236 è, sia il reciproco, sia la differenza rispetto con il numero 4 (4,236-4). 

f) se mettiamo a confronto la successione di Fibonacci con una serie di numeri naturali, noteremo che ogni qualvolta in quest'ultima si raggiunge un numero primo, lo stesso accade nella serie di Fibonacci: 

Numeri naturali          1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
Numeri di Fibonacci   1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 


g) la somma di tutti i numeri della serie di Fibonacci fino ad un punto scelto, più 1, è uguale al numero di Fibonacci situato due posti in avanti; 

h) la somma partendo da 1, dei quadrati dei numeri della serie, fino ad un punto qualsiasi, è uguale all'ultimo numero considerato moltiplicato per il successivo: 
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i) il quadrato di un numero di Fibonacci meno il quadrato del secondo numero precedente è sempre un numero della successione: 
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l) il quadrato di qualsiasi numero della serie è uguale al numero che lo precede, per il numero che lo segue, più o meno 1. Il più o meno si alterna lungo la sequenza:
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Note
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�Leonardo Fibonacci, figlio di Guglielmo Bonacci (Bonacci filius), nacque a Pisa intorno al 1170. Suo padre era segretario della Repubblica di Pisa e, sin dal 1192, responsabile del commercio pisano in Algeria, presso la colonia di Bugia. Alcuni anni dopo il 1192, Bonacci portò suo figlio con lui a Bugia. Il padre desiderava che Leonardo divenisse un mercante e così si preoccupò della sua istruzione nelle tecniche del calcolo, specialmente quelle che riguardavano le cifre indo-arabiche, che non erano ancora state introdotte in Europa. È noto che fu il matematico persiano Muhammad Ibn Al-Kwarizmi (780 d.C. ca. - 850 d.C ca.) a diffondere, in occidente, (prendendola da testi indiani), la stessa numerazione che usiamo oggi (numeri arabi: un sistema di numerazione in cui, per la prima volta, una stessa cifra cambia valore secondo la posizione del numero). Bonacci si assicurò l’aiuto di suo figlio per portare avanti il commercio della repubblica pisana e lo mandò in viaggio in Egitto, Siria, Grecia, Sicilia e Provenza. Leonardo colse l’opportunità, offertagli dai suoi viaggi all’estero, per studiare e imparare le tecniche matematiche impiegate in queste regioni. Utilizzò queste nuove esperienze per migliorare le tecniche di calcolo commerciale che già conosceva e per estendere le ricerche matematiche classiche, tra le quali quelle dei greci Diofanto ed Euclide. Intorno al 1200, Fibonacci tornò a Pisa dove per i seguenti 25 anni lavorò alle sue personali composizioni matematiche. In tutta la sua produzione l’opera più importante è il Liber Abaci, comparso attorno al 1228: è un lavoro contenente quasi tutte le conoscenze aritmetiche e algebriche; esso ha avuto una funzione fondamentale nello sviluppo della matematica dell’Europa occidentale. In particolare la numerazione indo-arabica, che spodestò quella latina semplificando notevolmente i commerci extraeuropei, fu conosciuta in Europa anche tramite questo libro. (Si provi ad eseguire DCCLXXXVIII moltiplicato CCCXXX in luogo di 788x330!) In tale sistema di numerazione, il valore delle cifre dipende dal posto che esse occupano. Fibonacci introdusse un nuovo simbolo per indicare le posizioni vacanti, lo zero 0. Scrisse di problemi pratici di matematica finanziaria e di agrimensura (cioè l’attuale topografia applicata alla misurazione delle superfici agrarie), e di problemi di enigmistica; i suoi indovinelli matematici, che erano spesso presentati sotto forma di storielle, divennero classici argomenti già nel XIII secolo. Ma Fibonacci è noto soprattutto per la nota sequenza di numeri detta successione di Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 ... in cui ognuno dei numeri, a partire dal terzo, è la somma dei due precedenti. La reputazione di Leonardo come matematico divenne così grande che, nel 1225, l’imperatore Federico II gli chiese un’udienza a Pisa. Dopo il 1228 s conosce poco della vita di Leonardo, tranne la stesura del decreto della Repubblica di Pisa che conferì a Fibonacci il titolo di Discretus et sapiens magister Leonardo Bigollo a riconoscimento dei grandi progressi che egli apportò allo sviluppo della matematica. Fibonacci morì qualche tempo dopo il 1240, presumibilmente a Pisa. Sugli infiniti problemi e le molteplici scoperte posti dalla successione è stata fondata la californiana Fibonacci Association; che ha sede al St. Mary's College e al San Jose State College e pubblica dal 1963 "The Fibonacci Quarterly", presente in Italia presso la biblioteca del Dipartimento Matematico “S. Pincherle” dell'Università di Bologna.


�IA= Infinito in Atto; IP= Infinito Potenziale. Essi esprimono la scelta del tipo di matematica all’interno di una teoria scientifica. Nel caso di Sadi Carnot con l’IA s’intende la matematica degli infinitesimi, quella cioè contenente quantità infinitesime (� EMBED Equation.3  ���) che tendono a zero. Con loro la meccanica newtoniana voleva descrivere la realtà fisica (in ogni campo) in ogni suo punto dello spazio. Mentre, con l’IP la matematica si restringe ai soli atti operativi e mentali oggettivi (matematica costruttiva) sul sistema fisico, limitato nello spazio e considerato globalmente (cioè misurabile per punti solo per mezzo di approssimazioni).


�La matematica tradizionale considera ben definito il numero b = 0, b1, b2,…bn… con cifre decimali bn tali che la singola cifra bn=1, se nelle cifre decimali dello sviluppo decimale del numero di Nepero compare nove volte di seguito 7; altrimenti bn= 9. In matematica costruttiva ciò non è accettabile perché non esiste un algoritmo per decidere  se compare quella sequenza  di 7 (che finora non è mai stata osservata nel calcolo sperimentale di e, né c’è un contro esempio, né c’è un teorema che la escluda o dimostri che esiste): quindi quel numero b così definito non esiste effettivamente.  Inoltre questa matematica introduce dei numeri ai quali non si è abituati nella matematica classica: consideriamo il numero  a = 0, a1, a2, a3,…  dove an è uguale a 0 se  2n= p1+ p2  dove  p1  e  p2  sono due numeri primi, altrimenti an = 9  se  2n;  a  è ben definito costruttivamente perché c’è un preciso algoritmo che  calcola cifra dopo cifra. Tuttavia non sappiamo se la proprietà 2n = p1+ p2  vale per qualsiasi numero intero, perché oggi non abbiamo un teorema che sappia dirci se quella proprietà vale per tutti i numeri pari o no, né abbiamo un contro esempio.  Di conseguenza abbiamo un numero reale, a, di cui (come è ovvio) non conosciamo tutte le cifre an, ma in più in questo caso non conosciamo dove esso si collochi sulla retta dei reali; benché di certo  è molto vicino a zero; può essere proprio zero, ma può essere anche differente da zero. Questo tipo di numero è stato chiamato sfuggente, proprio per questa mancanza di collocazione precisa. Da parte sua la matematica classica considera ben localizzato ogni numero sfuggente, perché idealmente la congettura è decisa, quindi le definizioni “funzionano” e le cifre sono tutte ben collocate. Essenzialmente per la presenza inevitabile di numeri sfuggenti, le matematiche di tipo costruttivo non possono decidere in generale, per due dati numeri x e y, se x è minore o maggiore di  y, se x = y e per quale x precisa una  f(x)  ha il massimo o il minimo e per quale x una funzione è nulla.
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