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Le funzioni continue 

Farese M., Iacono P., Mercorelli C., Pisano R., Santomauro P.

Gruppo S.I.C.S.I., I° anno, corso di didattica della Matematica I, Università degli studi di Napoli “Federico II”

1.  Introduzione 

  In questo lavoro eseguiamo un’indagine didattico-critico sulle funzioni continue (F. C). In particolare analizziamo la presentazione didattica delle F. C. proposta da Prodi in Analisi Matematica, Boringhieri, Torino, 1970, pp. 82-95) il quale è un testo per la scuola secondaria. 

  Per non riportare le formule che sono già note al lettore, proponiamo il diagramma A che sintetizza i punti salienti del percorso didattico adottato da Prodi per spiegare le F. C.; qui, oltre ai ragionamenti di Prodi, scriveremo anche i nostri commenti e osservazioni ponendoli in carattere corsivo. Successivamente dai contenuti didattici di Prodi, costruiremo il nostro digramma B.

2. Le funzioni continue descritte da Prodi 

  Di seguito riportiamo il diagramma A. Qui, sintetizziamo in 9 passi quelli che crediamo siano i punti di ragionamento principali espressi da Prodi per descrivere le funzioni continue e le  loro proprietà. In particolare, nomineremo solo quelle (nostre) osservazioni i cui contenuti sono tra loro diversi. 
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- Diagramma A. Sintesi della descrizione delle funzioni continue secondo Prodi - 

Passo 1. Dapprima, Prodi propone una introduzione di concetto di continuità mediante esempi idi conoscenza comune.

 Qui, egli cerca di preparare il lettore all’importanza del concetto di continuità in matematica. Infatti (ad es.) sia i matematici che i fisici fanno largo uso di funzioni continue, sia come studio di pura rappresentazione grafica-matematica che come studio di fenomeni fisici approssimabili (o ristretti) a F.C.
Passo 2. Ora l’autore, presenta esempi di funzioni continue e di funzioni discontinue in Fisica. 

Alcuni di noi (Pisano, Mercorelli e Farese) concordano che tali esempi sono di fatto delle applicazioni di funzioni continue. Pertanto riteniamo che la loro migliore collocazione didattica sia alla fine del percorso (diagramma B). Diversamente è l’opinione dei restanti del gruppo (Iacono, Santomauro) i quali sostengono che introdurre la continuità mediante esempi di funzioni fisiche continue offra allo studente una visione globale della stessa e delle sue proprietà.

Passo 3, 4 e 5.  A questo punto l’autore definisce la continuità a là Cauchy senza fare riferimento, né utilizzare il concetto di limite matematico in analisi. Poi presenta le funzioni reali continue, prima utilizzando un sistema di assi paralleli e poi ortogonali. In generale riteniamo corretto tale approccio didattico, in quanto, la definizione di continuità Cauchy può essere rappresentata graficamente senza dover passare per il concetto di limite. Tuttavia, fare due osservazioni. 1) La definizione di limite è comunque presente nella definizione di Cauchy. Quindi, è ragionevole pensare che lo studente per imparare un concetto nuovo, deve comunque (anche se non gli è spiegato esplicitamente) imparare la definizione di limite. 

2) L’introduzione grafica della continuità, mediante gli assi paralleli, ci sembra non strettamente necessaria. Infatti,riteniamo che cambiare la sistematizzazione degli assi cartesiani, potrebbe indurre qualche difficoltà di apprendimento-insegnamento legata ai conflitti cognitivi a là Brunner. 

Passo 6, 7, 8 e 9 Qui, Prodi esamina alcune funzioni continue elementari in matematica. Successivamente esegue dapprima, dei contro-esempi per mostrare la discontinuità delle funzioni matematiche; poi, al fine di mostrare un altro aspetto della definizione di continuità, passa allo studio della stessa a destra e a sinistra di una funzione. Chiude con  esercizi numerici. Facciamo notare che la continuità  a destra e a sinistra è eseguita da Prodi senza il concetto di limite. Inoltre, non siamo d’accordo con il modo in cui Prodi termina la lezione. In effetti,  siamo maggiormente propensi a terminare, oltre che con esempi numerici, anche con  applicazioni interdisciplinari (ad es. in Fisica); vale a dire quelli che, inizialmente, Prodi adopera come esempi posti a priori.  
  Nel seguito, relativamente alle nostre precedenti osservazioni, poniamo il nostro digramma B, che sintetizza come noi proporremmo la lezione sulle funzioni continue in matematica. La sequenza logica dei blocchi nel diagramma B è decisamente diversa da quella adottata da Prodi. Pertanto, per una immediata visione globale del nostro approccio, poniamo in colore diverso i blocchi che assumono, rispetto alla sequenza di Prodi, una posizione logico- sequenziale diversa.  









· Diagramma A. Sintesi della descrizione delle funzioni continue secondo Farese, Iacono, 

Mercorelli, Pisano, Santomauro

3. Continuità di una funzione reale a due variabili e dell’addizione 
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Ora, cercheremo di dare la definizione di una funzione continua reale in due variabili, 
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seguendo la definizione precedente a là Cauchy. 

 Consideriamo un intorno C circolare, di centro P raggio 
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 nel seguente modo: 
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è continua nel punto 
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Da cui si ha che
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da cui 
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Siccome 
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Dalla nota disuguaglianza triangolare, si dimostra che 
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Posto 
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, la precedente disuguaglianza è verificata.

La precedente dimostrazione può essere eseguita anche graficamente. 
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4. Esercizio n. 3 

 Risolviamo graficamente l’esercizio n. 3, p. 89. Poniamo sulle ascisse, il reddito lordo, e su quello delle ordinate il reddito netto. 

                                                                                                                


    Reddito netto 

             1200

             1000

               800                                             G
               600

               400

               200

                       0             500          1000          1500                        Reddito lordo                                                      

- 2. Risoluzione grafica dell’esercizio n. 3 -

Dal grafico 2 si nota che:

· la f è discontinua nel punto G (1000,800)

· un cittadino con uno stipendio inferiore a 1000 cannoni e che paga le tasse (del 10%), si trova ad assumere la stessa posizione nel punto (1000,888.9) del grafico 2, di chi guadagna 1000 cannoni

· gli stipendi superori a1000 cannoni che risultano preferibili a tutti cloro che guadagno meno di 1000 cannoni, sono quelli che hanno un reddito netto non superiore a 900 cannoni

5.  Esercizio n. 4

  L’esercizio n. 4, p. 90 per come si pone, ci appare utile per indurre gli studenti ad acquisire la capacità critica nei confronti di un modello apparentemente solo qualitativo. Per stimolarli ad un ragionamento, strettamente sperimentale, gli proponiamo, in base al modello posto, di inventare dei dati per poi graficarli. In più, li invitiamo a commentari i risultati, anche rispetto a quelli ottenuti nel grafico 2.

6.  Esercizio n. 5 

 Riteniamo che nell’esercizio n. 5, p. 90, la parola “leggermente” è limitativa perché la modifica proposta da Prodi è sostanziale per il concetto di continuità. Infatti, invertendo l’ordine dei quantificatori (e restando comunque confinati nella logica classica), si ottiene un'altra definizione matematica; e quindi, un altro concetto matematico che è diverso da quello di funzione continua (anche nell’accezione a là Cauchy). Tuttavia, sottolineiamo che, invertendo l’ordine dei quantificatori, è comunque possibile applicare (come situazioni particolari) tale definizione al seguente caso: funzione costante. Vediamo un esempio (a) ed un contro-esempio (b)

(a)                                                                     
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(b)                                                                       
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7.  Commento alla proposizione n. 82, p. 86

Consideriamo la funzione 
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 continua. Applicando la definizione di continuità a là Cauchy, si ottiene la seguente disuguaglianza
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possiamo limitarci cercare le soluzioni che soddisfano la seguente condizione
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]1
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Vediamo perché. 

  Dato che il codominio della nostra f sempre positivo, possiamo eliminare tutti i valori
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 (i=1,2…n) ed invece considerare solo quelli che soddisfano la seguente relazione
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Capitolo 3: Le funzioni continue


§ 3.1 Funzioni reali continue


Introduzione del concetto di continuità: esempi di conoscenza comune
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§ 3.1 Funzioni reali continue


Esempi di funzioni continue e di funzioni discontinue in Fisica 





§  3.1 Funzioni reali continue


2°) Grafico di una funzione continua in un sistema di riferimento cartesiano ortogonale secondo la definizione à la Cauchy








§  3.1 Funzioni reali continue


Esempi di funzioni continue in matematica: Identità, Potenza Reciproco Trigonometriche 
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§  3.1 Funzioni reali continue


Definizione matematica di una funzione continua à la Cauchy (1820)
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§  3.1 Funzioni reali continue


1°) Grafico di una funzione continua in un sistema di riferimento con gli assi paralleli secondo la definizione à la Cauchy
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§  3.1 Funzioni reali continue


Contro-esempio, in matematica, di una funzione discontinua: 


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���       per x � EMBED Equation.3  ��� 0


                    0      per x � EMBED Equation.3  ��� 0
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§  3.1 Funzioni reali continue


Definizione di funzioni continua a destra e a sinistra








§  3.1 Funzioni reali continue


Contro-esempio in matematica di una funzione discontinua: 


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���per x � EMBED Equation.3  ��� 0


                    0  per x � EMBED Equation.3  ��� 0








 5





§  3.1 Funzioni reali continue


Esempi di funzioni continue in matematica: Identità, Potenza, Reciproco, Trigonometriche 
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§  3.1 Funzioni reali continue


2°) Grafico di una funzione continua in un sistema di riferimento cartesiano ortogonale secondo la definizione à la Cauchy
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§  3.1 Funzioni reali continue


Definizione matematica di una funzione continua à la Cauchy (1820)
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§ Applicazioni di funzioni continue in Fisica


Applicazioni di funzioni continue e di funzioni discontinue in Fisica 
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§  3.1 Funzioni reali continue


Esercizi numerici sulle funzioni continue e discontinue in matematica





Capitolo 3: Le funzioni continue


§ 3.1 Funzioni reali continue


Introduzione del concetto di continuità: esempi di conoscenza comune
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§  3.1 Funzioni reali continue


Definizione di funzioni continua nel limite destro e sinistro
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§  3.1 Funzioni reali continue


Esercizi numerici sulle funzioni continue e discontinue in matematica
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